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Langage mathématique, propriétés des réels.

Licence

Les questions ou exercices annotés par un & sont d’un niveau plus difficile que celui attendu pour l’ezamen.

Exercice 1
Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

1L.VxeR, JyeR, z<y. 4.3z eR, VyeR, x+y>0.
2.dzeR, VyeR, z<y. 5.VeeRy, VyeR*, z+y > 0.
3.VzeR_, dJyeR, z+y>0. 6.3r € R, Vy €R, y> > x.

Exercice 2
Soient A et B deux sous ensembles de R. Ecrire a I'aide de quantificateurs les assertions suivantes et leur
négation.

1. A est stable par addition. 4. Aucun élément de A ne minore B.
2. A est strictement inclus dans B. 5.Si A est majoré, alors B est inclus dans A.
3. L’intersection de A et B est vide. 6. A est un intervalle inclus dans R .

Exercice 3
Soient a,b,c,d € R tels que a < b < ¢ < d.

1. Montrer que [a,b] U [¢, d] n’est pas un intervalle de R.

2. Montrer que |a, b[U]c, d[ n’est pas un intervalle de R. Illustrer graphiquement votre raisonnement.

Exercice 4 (Cours : caractérisations des relations d’ordre)
On illustrera graphiquement les assertions des questions 1 et 2 suivantes.

1. Soient z,y € R. Montrer que x < y si et seulement si il existe € > 0, x + & < y.
Réécrire cette assertion avec des quantificateurs. Discuter du cas ol toutes ces variables sont des entiers.

2. Soient x,y € R. Montrer que = < y si et seulement si pour tout ¢ > 0, x < y + €.
3. Donner un énoncé semblable pour caractériser x > y a ’aide d’inégalités strictes.
4. Soit x € R. Montrer ’assertion

r=0&Ve >0,z <e.

Exercice 5
Soient =,y € R.

1. Montrer que min(z,y) = — max(—z, —y).

ztyt+|z—y|
2

2. Montrer que max(z,y) = aprés avoir illustré graphiquement cette formule.

3. Déterminer graphiquement une formule similaire pour exprimer min(z,y) puis la démontrer a I'aide des
questions précédentes.

Exercice 6 (Cours : inégalité triangulaire)
Soient z,y, M € R.

1. Montrer que |z| < M si et seulement si —M < z < M (remarquer que nécessairement M > 0).
2. En déduire 'inégalité triangulaire, c’est-a-dire |z + y| < |z| + |y|.

3. Montrer que |z| < |z +y|+]|y| et en déduire I'inégalité triangulaire inverse, c¢’est-a-dire ||z| — |y|| < |z +y|.



Exercice 7 (Moyenne pondérée)
Soient n € N* et A = {x1,x9,...,2,} C R. Soient ¢y, ca,..., ¢, des coefficients positifs non tous nuls. La
moyenne pondérée des données x1,xs,...,x, par les coefficients ¢y, co, ..., ¢, est donnée par

y = i1 G
2im1 G
1. Montrer que y est bien défini et que min(A) < y < max(A).

2. Montrer qu’il existe pi,p2,...,pn € Ry tels que D7 p; = 1 et tels que y soit également la moyenne
pondérée des données x1,z9,..., T, par les coefficients p1,p2, ..., pn.

Exercice 8
Soient a et b deux réels strictement positifs. Déterminer, s’ils existent, la borne supérieure, la borne inférieure,
le plus grand élément, le plus petit élément des ensembles A suivants :

1. A =[-6,—-2[U[-1,3[U]5,9].

2. A =] —o00,0]U{1}.

3. A={a+nb/neN}.

4. A={zeR/2z*+3 <0}

5.A={a+(~1)"b/n e N}

6. Représenter C = {(x,y) € R? / max(|z|,|y|) < 1}; A= {||(z,y)|l2/ (x,y) € C}.

Exercice 9 (Cours : lien entre maximum et borne supérieure)
Soit A C R. Montrer que si A admet un maximum, alors A admet une borne supérieure et max(A) = sup(A).

Exercice 10
Déterminer, s’ils existent, la borne supérieure, la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément
des ensembles suivants. Illustrer graphiquement les parties techniques de vos raisonnements.

1. A=0,1].

2. A= —1,1]U{r}.

3. A=[0,1[\{z1,z2, 23} avec x1,x2,x3 €]0,1].

1% A={ll(z,y.2)l/ (z,y,2) €R?, |z] < 1,]y| <1,|2| < 1}.

Exercice 11 (Cours : classification des intervalles de R)
L’objectif de cet exercice est de démontrer les points principaux du résultat suivant. Tout intervalle I de R
entre dans I'une des 10 catégories suivantes :

1.1=0,
2. I n’est ni majoré, ni minoré : I = R,
3. I est majoré mais non minoré :

a) si I a un maximum : I =] — 0o, a] pour un certain a € R,
b) si I n’a pas de maximum : I =] — oo, a[ pour un certain a € R,
4. I est minoré mais non majoré :
a) si I a un minimum : I = [a, +oo[ pour un certain a € R,
b) si I n’a pas de minimum : I =]a, 00| pour un certain a € R,
5. I est borné :
a) si I a un minimum et un maximum : I = [a,b] pour a < b € R,
b) si I a un minimum et pas de maximum : I = [a, b] pour a < b € R,
c) si I a un maximum et pas de minimum : I =la,b] pour a < b € R,
d) si I n’a ni minimum ni maximum : I =|a, b[ pour a < b € R.

Considérons un intervalle I # ().
1. Démontrer que si I n’est ni majoré, ni minoré, alors I = R.

2. Démontrer que si I est minoré, non majoré et n’a pas de minimum, alors I =|a, +00[ avec a € R.



3. Démontrer que si I a un minimum et maximum, alors I = [a,b] avec a,b € R et a < b.

Exercice 12 (Cours : caractérisation de la borne inférieure)
L’objectif de cette exercice est de démontrer la caractérisation de la borne inférieure.
Soient A C R et m € R. Montrer I’équivalence entre les deux points suivants :

(1) A admet une borne inférieure et m = inf(A).
(2) Le réel m satisfait :

a) m est un minorant de A,
b) pour tout € > 0, il existe a. € A tel que m < a. < m +¢.

Application : Soient a,b € R tels que a < b. Utiliser la caractérisation de la borne inférieure pour déterminer
inf(]a, b[) et en déduire que min(ja, b]) n’existe pas.

Exercice 13
Soient m € R, A un sous ensemble de R et B = ANJm, m+1]. On suppose que B est non vide, que inf A =m
et que m ¢ A. Montrer que inf B = m. Que dire sim € A?

Exercice 14
Soient A et B deux parties non vides et majorées de R.

1. Montrer que si A C B alors sup(A4) < sup(B).
2. Montrer que AU B est majorée, puis que sup(A U B) = max(sup(A4), sup(B)).

3. Supposons AN B # @. Démontrer que AN B est majorée, puis que sup(A N B) < min(sup(A),sup(B)).
Donner un exemple pour lequel I'inégalité est stricte.
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Feuille de TD n°2

Suites réelles et complexes : convergence, limites et inégalités.

Exercice 1 (Exemples de suites stationnaires)
On note E : R — Z la fonction partie entiére. On rappelle qu’elle est caractérisée par la propriété suivante :

VxeR, E(z)<z<E(z)+1.
1. Tracer les graphes de E et de z — E(cos(x)).
Soient d € N et u et v les suites définies pour tout n € N*, u,, =2 — % et v, = 107 E(10%,,).

2. Etudier le comportement de u & partir de celui de (%)
utilisées.

nen- € en détaillant les opérations sur les suites

3. Etudier v pour d = 0. Indication : donner l’allure des représentations graphiques de u et v.
4. Etudier v pour d = 1. Indication : raisonner a partir de la suite 10u.

5. On revient a d un entier naturel quelconque. Montrer que v est une suite stationnaire et donner sa limite.

Exercice 2
Soient € > 0 et M €] — m, w[. Déterminer dans chacun des cas suivants le plus petit rang a partir duquel la
propriété énoncée est vraie ou le plus grand rang jusqu’auquel la propriété énoncée est vraie.

_ 1
L Jup| < e, avec u, = NoEsh 3. up = 0, avec uy, = cos (gﬂﬁ)

2. lup — 5| <€, avec u, = arctan(n).

Exercice 3 (Cours : stabilité des notions de bornitude et monotonie)
Soient A € R et u, v deux suites réelles.

1. Montrer que si u et v sont majorées alors u + v est aussi majorée.
2. Montrer que si A < 0 et v est majorée alors Au est minorée.
3. Montrer que si u et v sont bornées alors uv est aussi bornée.

4. Montrer que si u et v sont décroissantes & partir d’'un certain rang, alors v + v est également décroissante
& partir d’un certain rang.

Exercice 4
Soit a € R’. Montrer dans chacun des cas suivants que la suite u = (Un)nen converge et déterminer sa
limite.
1. On suppose que
Ve >0, IN. € N, Vn > N, |u, —{| < ace.
2. On suppose que
Ve >0, IN. >5, Vn = N., [Bu, —{® <e.

3. On suppose que
VM >1, JAe Ry, Vn > A, |u, — ¢ <1/M.

Exercice 5
Soit (up)nen une suite réelle qui converge vers £ € R. On note E : R — Z la fonction partie entiére. On
traitera cet exercice sans faire appel a la continuité de cette fonction.

1. On suppose que ¢ €]0, 1[. Montrer que la suite (E(uy,))nen converge et déterminer sa limite. On accompa-
gnera le raisonnement d’une illustration graphique incluant les variables utilisées dans la démonstration.



2. En déduire la limite de (E(uy))neny quand plus généralement ¢ ¢ Z.

(=n"

3. On considere le cas particulier u, =1+ %75

, pour tout n € N.

a) Etudier la convergence de la suite v = (y )pen-
b) Montrer que (E(uy,))nen est une suite divergente.

Exercice 6 (Cours : opérations sur les suites convergentes)
Soit u et v deux suites réelles convergentes de limites respectives £ € R et £/ € R.

1. Montrer que u + v converge vers £ + /.
2. Montrer que la suite produit uv = (unvy)n>0 est convergente de limite £¢'.
3. Supposons de plus ¢ # 0, montrer que :

a) v est non nulle & partir d’un certain rang, en accompagnant le raisonnement d’un graphe l'illustrant,
b) la suite inverse de terme général vi est bien définie & partir d'un certain rang et est convergente, de
limite 7,

c) la suite de terme général ¥ est bien définie & partir d’'un certain rang et est convergente, de limite %.
n

Exercice 7 (Théoréme de Cesaro)
Soit u = (up )nen une suite réelle. On considére la suite S = (S, )pen+ définie par

1 n—1
Sn=— U -
n n Z k
k=0
1. Que représente, pour n € N* le terme S,, 7 Que vaut S si u est constante ?

2. On suppose que (U, )pen converge vers 0.

a) Montrer que S est bornée.
b) Montrer que pour tout € > 0, il existe V. € N* et M. € R, tels que pour tout n > N¢, on ait

M,
1S < — +e.
n

¢) En déduire que S converge vers 0.
3. On suppose maintenant que u converge vers £ € R. Montrer que S converge aussi vers £. Commenter.

4. On suppose que u, = (—1)" pour tout n € N. Que dire de S ? Qu’en déduisez-vous ?

Exercice 8 (Cours : opérations sur les suites divergentes)
Soit u et v deux suites réelles.

1. Montrer que si u converge vers £ > 0 et v tend vers +o00, alors le produit uv tend vers +oc.

2. Si w tend vers 400 et v tend vers —oo, alors uv tend vers —oo.

u

3. Si u converge vers £ et si v tend vers +o0, alors la suite des quotients 7 = (“—"

Un

) est bien définie & partir
d’un certain rang et est une suite convergente, de limite 0.

4. Soit u et v deux suites réelles. Si u est minorée et si v tend vers 400, alors u 4+ v tend vers +oo. En
particulier, si u est convergente et si v tend vers +oo, alors u + v tend vers +oo.

Exercice 9

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Justifier.

1. Le produit de deux suites monotones est monotone.

2. Si lassertion suivante est satisfaite pour une suite u et un réel £ donnés
VN € N,Ve > 0,Yn > N, |u, — ¢| < ¢,

alors la suite u est constante.

3. Une suite réelle positive est soit convergente, soit tend vers +oo.

4. Si les suites u et v ne sont pas bornées alors la suite uv n’est pas bornée.

5. Si la suite (uy,)nen est croissante et tend vers 1 alors tous ses termes sont positifs.



6. Si 'assertion suivante est satisfaite pour une suite u et un réel £ donnés
Ve > 0,3N; € N,Vn > N, |u,, — 4] < g,
alors la suite u est bornée.
7. Si la suite (Jup|)nen converge vers ¢ alors la suite (uy,)nen converge vers £ ou —/.
8. Si la suite (u2),en converge alors (uy)nen converge.
9. Toute suite convergente peut s’écrire comme la somme de deux suites divergentes.
10. Si lassertion suivante est satisfaite pour une suite u et un réel £ donnés
Je > 0,3IN. € N,Vn > N, |u, — | < e,
alors la suite u est bornée.

11. Si v est une suite de réels strictement positifs tendant vers 0 et u est une suite convergeant vers £ # 0,
alors 7 est une suite non bornée.

12. Si la suite v n’est pas majorée alors elle a pour limite +o00.

13. Si lassertion suivante est satisfaite pour une suite u et un réel £ donnés
AN € N,Ve > 0,3n > N, |u, — ¢| < ¢,

alors la suite w est stationnaire.

14. Toute suite positive qui tend vers 0 est décroissante a partir d’'un certain rang.

Exercice 10 (Cours : caractérisation séquentielle de la borne supérieure)
Soient AC Ret S €R.

1. Montrer ’équivalence entre
(1) S = sup(A).
(2) a) S est un majorant de A,
b) il existe une suite (ay,)pen d’éléments de A qui converge vers S.

2. Application. Soit f : R — R une fonction majorée. Montrer qu’il existe une suite réelle (z,)nen telle

que lirf f(xy) = sup f(x). Donner un exemple d’une fonction f et d’une suite (x,)nen divergente mais
n—-+oo z€R
satisfaisants ’assertion précédente.

Exercice 11 (Le retour des séries)
Soit u = (Un)nen €t v = (vn)nen deux suites réelles.
1. Rappeler ce que signifie le fait que la série ) un converge, puis diverge.
2. Montrer que si ) yun converge, alors son reste, i.e. la suite (R,)peny ol pour tout n € N, R, =
Sor 1 uy, converge vers 0.
3. On suppose maintenant que u et v sont des suites & termes positifs et que pour tout n € N, u,, < vy.
a) Montrer que si ) v, converge, alors )y u, converge.
b) Montrer que si ) uy, diverge, alors )y u, diverge.
c) Ces résultats sont-ils encore vraies si les hypothéses sur u et v ne sont valables qu’a partir d’un certain
rang ?

Exercice 12

Soient ug,v9 € R et p > ¢ > 0. On définit les suites (up)nen €t (vp)nen par récurrence
Up, + qU Up, + pU
VneN, upil = Pln 7 qUn o Uni1 = qtn 7 PUn
p+gq p+gq
1. Pour tout n € N, interpréter u,41 et v,11 en terme de moyennes et en déduire un encadrement (pour
chacun).

2. Etudier les suites u + v et u — v.
3. Montrer que les suites u et v sont adjacentes.

4. En déduire leur limite.

Exercice 13
Pour n € N*, on note pour tout # € R, P,(z) =1 — (z + 2% + ...+ z").



1. On souhaite étudier le comportement des zéros de P, sur R..
a) Tracer sur Ry l'allure du graphe de Q,, : @ + o + 22 + ... + 2™ (pour un n assez grand).
En déduire celui de P,. Conjecturer le nombre de zéro de P, sur R,.
b) Etudier les variations de P, sur [0, +o0l.
¢) En déduire qu’il existe un unique u, > 0 tel que P, (u,) = 0.
2. On note, a partir de maintenant, u = (uy,)nen+ la suite définie par la propriété : pour tout n € N*; u, >0
et Pp,(uy,) = 0. On souhaite montrer que u converge.
a) Montrer que pour tout n € N*, P, 1(up) < Pry1(unt1)-
b) En déduire que u est strictement décroissante.
¢) En déduire que u est convergente.
3. On souhaite déterminer la limite de w.

a) Calculer uy. En déduire alors que u?t! — 0.
n—-+00

b) Rappeler comment calculer y ;7" pour tout r € R. En déduire que pour tout n € N*, 2(1 — u,) =
1 —untl,

¢) En déduire la limite de u.
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Suites réelles et complexes : comportement asymptotique.

Licence

Exercice 1 (Cours : opérations sur les o)
Soient u, v, w trois suites réelles. Illustrer puis montrer les propriétés suivantes.

1. Transitivité des “0” : up, = 0 (vn), vn= o0 (wy)=up,= o (wy).
n—-4o00 n—-+00 n—-+4o00
2. Stabilité des “o” par addition : u, = o0  (vn), wp= o0 (vp) = up+wy,= o (vp).
n—-+o0o n—-+o0o n—+o0o
3. Stabilité des “0” par produit : up, = o0 (vp) = upwp = 0 (vywy).
n—-4o00 n—+400

Exercice 2 (Cours : quelques régles de calcul sur les équivalents)
Soient u, v, w, t quatre suites réelles. Illustrer puis montrer les propriétés suivantes.

1. Transitivité : u,, ~ Up, Vp ~ Wy =>U, ~ Wy
n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo

2. Passage a la puissance : u,, ~ v, = ui ~ o5, pour a € R. On se placera dans le cas ou u est
n—-4o0o n—-+4o0o

strictement positive APCR.
3. Produit terme & terme : u,, ~ vp, Wy ~ tp = UpW, ~  Uptn.
n—-+00 n——+oo n——+oo

Exercice 3
Donner des équivalents simples des quantités suivantes.

1wy = ((n+ 1)) cos(n + 1) _ 1 1
n 4. u, = tan 1) T
5 | <n! — 1) 1
.U, = In — n2
! ! 2
1 n
= 1 -n n n
3. Up = sin <n”+1> +e 6. uy = nlez + (n— 1)365

Exercice 4 (Développement asymptotique de la série harmonique)

Notons pour tout n € N*, H, =1+ % +...+ % la somme partielle de la série harmonique.

1. Soit (ap)nen une suite.
a) Montrer que (an)nen converge si et seulement si ) (@ny1 — an) converge. On dit que la nature d’une
suite est la méme que sa série des différences.
b) Montrer que la suite a = <%>n>0 converge mais que la série ) _n(any1 — an) est absolument
divergente. Est-ce en contradiction avec I’équivalence précédente ?

2. a) Montrer que la suite (H,, — In(n)),en+ converge. On note 7 cette limite. C’est la constante d’Euler-
Mascheroni.
b) En déduire que H,, = In(n) + v + o (1). On dit que c’est un développement asymptotique.

n—-+0oo

3. a) Justifier que pour tout n € N*, min{k € N* / H;, > n} est bien défini. On note cet élément r, € N*.
Que valent 71,7197

b) Justifier que pour tout n € N*, r,, > 2.

¢) Montrer que la suite (ry)nen< est strictement croissante et donner sa limite. Indication : on pourra
raisonner par ’absurde.

d) Donner un équivalent de (7,,)nen+. En déduire que

Tn+1
o e
Tn n—-+oo
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Feuille de TD n°4

Suites réelles et complexes : suites extraites, suites de Cauchy. Rappels et compléments sur les séries.

Exercice 1
Soit u € RN, Si u tend vers 400, resp. —oo, alors toute suite extraite de u tend vers 400, resp. —oo.

Exercice 2
Soient u,v € KN deux suites convergentes. On suppose que pour tout n € N, ug,, = va,,1. Montrer que u et
v tendent vers la méme limite.

Exercice 3

Soit u € KN une suite qui converge vers ¢ € K. Montrer qu'il existe ¢ une extractrice telle que pour tout

n €N, |’U,§0(n) —f| <277,

Exercice 4
Soit u une suite réelle et ¢ € R. Montrer qu’il y a équivalence entre :

(1) w ne converge pas vers /,

(2) il existe g9 > 0 et une extractrice ¢, tels que pour tout n € N, uy,) ¢]¢ — €0, £ + eol.

Exercice 5
Soit u la suite définie pour tout n € N, par u,, = arctan((—1)"n).

1. Tracer le graphe de u (on pourra commencer par les graphes des fonctions z — arctan(z) et =
arctan(—zx)).

2. Donner deux valeurs d’adhérences de u.

3. Montrer que ce sont les seules.

Exercice 6 (Cours)
Soit u une suite réelle, bornée et qui admet une unique valeur d’adhérence ¢ € R. Montrer qu’elle converge
vers £.

Exercice 7
Soit w une suite réelle.

1. Soit ¢ € R. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes.
(a) ¢ est une valeur d’adhérence de w.
(b) Pour tout € > 0, I'ensemble {n € N/ |u,, — f| < €} est infini.
(c) Pour tout € > 0, pour tout N € N, il existe n > N, |u,, — {| < e.

2. On suppose que Uy4+1 — Up —+> 0. Montrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence de u est un intervalle.
n—-+00

Exercice 8
Soit u € KN telle que u(N) soit un ensemble fini.

1. Montrer que l'ensemble des valeurs d’adhérence de u est inclus dans u(N).
2. a) Montrer que I'inclusion réciproque est fausse en général.
b) Proposer une condition additionnelle sur u pour que cette réciproque devienne vraie.

c¢) Application : soit u une suite N-périodique avec N € N*. Déterminer ’ensemble des valeurs d’adhérence
de wu.



Séries numériques

Exercice 9
Lo . o o n (—1)k—1 *
On définit la suite u = (un)nens par u, = ), ~—5— pour tout n € N*.

1. Montrer que les suites v = (u2n)nen+ €t W = (U2p41)nen+ convergent vers la méme limite £ € R et que
pour tout n € N*, v, < £ < wy.

2. Montrer alors que u converge vers £. Quel résultat sur les séries vient-on de redémontrer & travers I’étude
ce cas particulier ?

_1\k—1
3. On considére la suite (Ry,)pen+ définie pour tout n € N* par R, = { —u,, = ZZEZH ( 1,)6 . Montrer que

pour tout n € N*| |R,| < n%rl Indication : on pourra utiliser l'inégalité de la question 1., et faire un dessin
en représentant les quantités uon, Uon11, ¥, Ron, Uont1 — Uon.

Exercice 10 (Produit de Cauchy)

1. Soit u une suite réelle. Montrer que si la série ) |y u, est absolument convergente alors elle est conver-
gente.

2. Soit ), oy Un €t Y, o Un deux séries. On définit le produit de CauchyH des deux séries précédentes comme

la série
n
g Wy, ou Vn €N, wn:E UV = g UV,
neN k=0 i+j=n

Notons U, resp. V, resp. W, la suite des sommes partielles de la série ) _yun, Tesp. Y . Un, resp.
ZnEN Wn-

a) Supposons que ZneN Uy €t ZneN vp sont & termes positifs et convergentes. Démontrer que pour tout
neN, W, <U,V, <Ws,. En déduire que ZneN wy, converge et que

+oo +oo +oo
D wn= (2w ) {2 vn
b) On suppose maintenant que » .y un €t Y .y ¥n sont absolument convergentes. Montrer que )y wp

converge. Que vaut la somme ? Indication : on pourra considérer la différence |U,V;, — W,|.

3. a) Soit z € R. Démontrer que la série ), %I,c est absolument convergente. On admet que la limite vaut
e,
k
b) Soit z,y € R. Que vaut le produit de Cauchy de ) %IT et > .en 47 7 En appliquant les résultats
précédents, retrouver une propriété bien connue de ’exponentielle.

1. On remarquera que le produit de Cauchy généralise aux séries le produit classique entre deux sommes.
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Feuille de TD n°5

Fonctions : limites et continuité.

Exercice 1

+00
SoientA:{(;lL)ln/nEN} et B = U]—n—

1
n+1’

n=0
1. Représenter I'ensemble A. Montrer que 0 est adhérent & A. Montrer qu’il n’existe pas de suite de A qui
tende vers +oo.

2. Représenter ’ensemble B. Montrer qu’il existe une suite de B qui tend vers —oc.

Exercice 2

tan(z) —1 siz <0

Soient f:x+— <0 sizx=0etg:z— i i
tan(z) +1 siz >0

tan(z) —1 siz <0
tan(z)+1 siz >0 {

1. Donner le domaine de définition de f et tracer son graphe.

2. Déterminer si f admet une limite & gauche et une limite & droite en 0.

3. En déduire le domaine ou f est continue.

4. La fonction g est-elle prolongeable par continuité ?

5. La fonction g est-elle localement bornée ?

6. La fonction f est-elle localement bornée ?

Exercice 3
On considére une fonction f: R — R. Soit T' € R.

1. Montrer que si f est localement bornée en 0 alors g : z € R +— f(x — T) est localement bornée en 7.
[Mustrer le raisonnement avec toutes les variables utilisées.

2. Montrer que si il existe une suite (xy,)nen qui converge vers 0 et telle que pour tout n € N, |f(zy,)] > n
alors f n’est pas localement bornée en 0. Illustrer le raisonnement.

3. Construire une fonction f : R — R qui n’est pas localement bornée en 0.

Exercice 4 (Limites et monotonie)
Soient a,b € R tels que a < b, f :Ja,b[— R et g :] — 0o, b[— R deux fonctions croissantes.

1. Montrer que si f n’est pas minorée alors li_r)n f(z) = —oo. llustrer le raisonnement.
r—a

2. Montrer que si g n’est pas minorée alors lim g(z) = —oco. lllustrer le raisonnement.
T—>—00

3. Montrer que si f est minorée alors f admet une limite finie & droite en a valant inf ({f(x) /z €]a,b[}),

notée également i?fb[ f(x). Hustrer le raisonnement.
rE|a,

Exercice 5 (Cours : composition des limites)
Soient f: Ry — R et g: R — R. On suppose que lim f(z) = —oco et lim g(x) = 1. Montrer, & partir
T—r—+00 T—r—00

des définitions, que lim go f(x) = 1. Illustrer le raisonnement.
T—+00

Exercice 6

Soient a, b € R tels que a < b et f :]a,b[— R une fonction. On suppose qu'il existe xg €|a, b] tel que f(zo) > 0
et f continue en xy. Montrer, en retournant a la définition de la continuité, qu’il existe un intervalle I Cla, b]
voisinage de ¢ tel que pour tout z € I, f(x) > 0. Illustrer le raisonnement.



Exercice 7
Soient a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction continue. On suppose que f est positive sur [a, b]

et f; f(z)dz = 0. Montrer alors que f est identiquement nulle. Illustrer le raisonnement.

Exercice 8 )
Soit (un)nen la suite définie par récurrence : pour tout n € N, u, 41 = % + %" avec ug €]0,1].

1. Montrer que pour tout n € N, u,, > 0.
2. Montrer que pour tout n € N, u,, < 1.

3. Montrer que u est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 9
Soit f : R — R une fonction vérifiant

Ve > 0,3B > 0,Vz > B,Vy > B, |f(z) — f(y)| < e.
1. Montrer que si u est une suite réelle qui tend vers +o0o, alors f(u) est une suite de Cauchy.

2. En déduire que f admet une limite finie en +o0.

Exercice 10 (Cours : caractérisation séquentielle de la continuité)

1. Rappeler et démontrer la caractérisation séquentielle de la continuité.

2. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = sin(2) pour tout = # 0 et f(z) = 0 quand = = 0.
a) Montrer qu’il existe une suite (un)neny de Dy qui tend vers 0 et telle que la suite f(u) = (f(un))nen
tend vers 1.
b) Déterminer si f est continue en 0.

c¢) Montrer que pour tout y € [—1, 1], il existe une suite (up)nen de Dy qui tend vers 0 et telle que la suite
f(u) tend vers y.

Exercice 11 (Cours : stabilité de la notion de continuité)
Soient f: Dy — Ret g: Dy — R deux fonctions. On suppose que f et g sont continues en xg € Dy N D,.

1. Montrer alors que f + g et fg sont continues en x.

!

2. On suppose de plus que g(zg) # 0. Montrer alors que 5 est continue en xg.

Exercice 12
Soit f : R — R la fonction valant 1 sur Q et 0 sinon (f est dite fonction indicatrice des rationnels et se note

f=1gq).
1. Montrer que R \ Q est dense dans R.

2. Montrer que f est discontinue en tout point de R. Indication : on pourra étudier la continuité de f en
x € R en fonction de six € Q ou x ¢ Q.

Exercice 13 (Cours : continuité et limites a gauche et a droite)
Soit f: Dy — R et xg € Dy. On suppose que xg € |xg — 1,29[NDy et g € Jxg, zo + 1[NDy.
Démontrer que f est continue en z si et seulement si f(z) et f(zy) existent et valent f(zo).

Exercice 14
Déterminer les prolongements par continuité possibles des fonctions

L f:]0,1UL,2[» R, z+— E(z). 2.9: R* >R, z— Lsin(|z]). 3.h:]0,1[= R, z— Lsin(|z]).

Exercice 15
Dire si les fonctions suivantes sont prolongeables par continuité sur R.

2
1—22°

L. f: 2+ sin(z)sin(2). 2.9z 2In(£E). 3oh:xr = —

Exercice 16



1.Soit f:x— F (%) Donner I'ensemble de définition de f. Que vaut la limite a droite et & gauche de f en
07 Est-elle prolongeable par continuité en 07

2.50it g:x— zF (%) Donner I'ensemble de définition de g. Que vaut la limite a droite et a gauche de g en
07 Montrer que g est prolongeable par continuité en 0.

Exercice 17
Soit f : R — R la fonction définie pour tout = € R par f(z) = E(z) 4+ v/ — E(z). Etudier la continuité de
f sur R.

Exercice 18 (Semi-continuité inférieure)
Soit f : R — R une fonction et g € R. On dira que f est semi-continue inférieurement en xg si

Ve >0, 3In > 0, Vo €]zg —n,x0 + [, f(x) > f(xo) — €.
1. Montrer que si f est continue en xg alors f est semi-continue inférieurement en xg.
2. Est-ce que 1jg 4o €t L[g o[ SONt continues sur R 7 Sont-elles semi-continues inférieurement sur R 7
3. a) Soit (vp)nen une suite réelle minorée. On note pour tout n € N, w,, = infy>,, ug. Justifier que (wy,)nen

est bien définie et que soit elle tend vers 400, soit elle est convergente. Dans les deux cas on notera
lim inf v, € RU {+o00} sa limite.

n——+o0o
b) Montrer que f est semi-continue inférieurement en xg si et seulement si pour toute suite (un)nen
convergeant vers xg, on a liminf f(uy,) > f(zo).

n——+00
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Feuille de TD n°6

Formules de Taylor-Young, développements limités.

Licence

Exercice 1
A partir des deux développements limités essentiels donnés au dessus, retrouver les développements limités
(a 'ordre n quand ce n’est pas précisé) de base en 0 suivant (& connaitre aussi) :

1. H%’ 5. cos(x),
2. In(1 —
n(l =), 6. sin(z),
3. In(1+ x),
4. DL3, pour a € R, de (1 + z)“ 7. DL3 de tan(z).

Exercice 2
A partir des deux développements limités essentiels donnés au dessus, trouver les développements limités (&
l'ordre n quand ce n’est pas précisé) en 0 suivant :

1. ch(z), 4. sachant que arcsin’(z) = \/1%7, donner un
2. sh(z), DLs de arcsin(z),
3. DL3 de th(z), 5. arctan(x).

Exercice 3
Calculer les limites suivantes :

tan(z v/ch(z)—
1.%61’10, 7.%en0’
9 1—sin(z)+cos(x)
" sin(z)+cos(z)—1
1—sin(z)+cos(z) T
3. sin(x)+cos(x)—1 en 3,

en 0, 1
8. (1 +In(1 + 2?)) =@ en 0,

9 ch(x3)—cos(x)+In(cos(x))

4. y/log(1 + 22) — y/log(z2 — 1) en +o0, ' = en 0,
5. (n2+1)* — (n? —1)® quand n — +o0, en fonc- 10. 0=sin@2)) o)
tion de a € R, In(1+sin(5z))
a1 1 1
6. (26:1: —e x)z en 0’ 11. 2(e®—1) _ 2(ch(z)—1) en 0.

Exercice 4
Calculer les DL en 0 suivants :

1. DLy de v/3 + =, 7.DLy de 2+ — 1,

2. DLy de In2 + z, 8. DLs de 621(;(?2);)1’

3. DLs de 3 — gy 9.DLs de 1+ Itz
4.DLs de gy — 7 10. DL3 de 21-2),

5. DLy de e!=oos(@), 11. DLs de (1 + 22)7,

6. DLy de ch(x) — ifiz, 12. DL3 de €3 sin(z).

Exercice 5
Calculer les DL suivants :



1. DL4 en 1 de 22 In(z),
2. DL3 en % de cos(z),

3.DL3 en § de y/sin(x).
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Feuille de TD n°7

Fonctions : continuité sur un intervalle et sur un segment, continuité uniforme.

Exercice 1 (Cours : théoréme des valeurs intermédiaires - formulation alternative)
1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Rappeler I’énoncé du théoréme des valeurs intermédiaires.

2. Soit f: Dy — R une fonction continue et / C Dy un intervalle. Montrer alors que f(I) est un intervalle.

Exercice 2
Soient I un intervalle et f : I — R une fonction.

1. a) Montrer que si f est strictement monotone alors f est injective.
b) En déduire que si f est strictement monotone, f : I — f(I) est une bijection.

2. On suppose désormais que f est continue. Montrer que si f est injective alors f est strictement monotone.
Indication : on pourra raisonner par l’absurde.

Exercice 3
Soit f :]0, +00[— R une fonction continue. On suppose qu’il existe £ > 0 tel que lir% flz)="Vet liIJIrl flx) =
T— T—r+00

—L. Montrer qu’il existe g > 0 tel que f(xg) = 0. Illustrer graphiquement le raisonnement.

Exercice 4 (Zéro d’une fonction polynomiale généralisée)
Soit g : R — R une fonction continue qui admet pour limite 400 en +00 et —0co en —oo. On définit pour
tout x € R, f(z) = >} _oarg(2)* avec aj, € R pour k € {0,...,n}, a, # 0 et n impair.

1. Déterminer si g est croissante.
2. Justifier que f est continue sur R.

3. Montrer qu’il existe xg € R tel que f(zp) = 0. Cette conclusion est-elle toujours vraie si g admet pour
limite —oo en +00 et 400 en —o0 ?

4. On suppose g bijective. Est-ce que xqg est forcément unique ?

Exercice 5
Soit f : R — R une fonction continue telle que

do > 0,Vz,y €R, |f(x) — f(y)| = alz —yl.
1. Montrer que f est strictement monotone.
2. Montrer que |f| admet comme limite 400 en £oo.
3. a) Montrer que si f est de signe constant, lim f(z)= lim f(z).
T——00 T—r—+00
b) En déduire que f n’est pas de signe constant. Illustrer graphiquement le raisonnement.

4. Montrer que f est bijective. Illustrer graphiquement le raisonnement.

Exercice 6
Soit f : R — R une fonction continue.

1. On suppose que f admet des limites finies en +00. Montrer que f est bornée. Illustrer graphiquement le
raisonnement.

2. On suppose maintenant que f est périodique. Montrer aussi que dans ce cas, f est bornée.



Exercice 7
Soient f,g : [0,1] — R deux fonctions continues telles que pour tout z € [0,1], f(z) < g(z). Montrer qu’il
existe m > 0 tel que pour tout x € [0,1], f(z) +m < g(x). Illustrer graphiquement 1’énoncé.

Exercice 8
Soient a,b € R. Montrer que

1. f:z € R~ ax + b est uniformément continue sur R.

2. f:x € Ry + 22 n’est pas uniformément continue sur R .

Exercice 9

Soit f : R* — R une fonction uniformément continue.

1. Montrer que pour toute suite (uy)nen & valeurs dans R* et convergeant vers 0, la suite (f(uy,))nen est une
suite de Cauchy.

2. Montrer que pour toute suite (uy)nen & valeurs dans R* et convergeant vers 0, (f(up))nen converge vers
une limite indépendante de la suite wu.

3. Montrer que f est prolongeable en une fonction f : R — R uniformément continue.

Exercice 10

Soit f: Dy — R. On suppose que f est K-lipschitzienne, avec K > 0, c’est-a-dire
Vao.a' € Dy, |f(x) - f(2) < K|z —y].

1. Montrer que f est uniformément continue sur Dy.

2. a) Montrer que z € Ry — /z est une fonction lipschitzienne sur tout [e, +o00[ avec £ > 0.
b) Montrer que = € Ry — /& n’est pas lipschitzienne sur R .

Exercice 11
Soient I un intervalle fermé et f : I — I une fonction A-lipschitzienne avec A < 1.
1. On suppose que A < 1 (on dit alors que f est A-contractante). Soit u = (up)nen la suite définie par uy € I
et pour tout n € N, upy1 = f(uy).

a) Justifier que u est bien définie.

b) Montrer que pour tout n € N : |uy41 — up| < A™|ug — ug.

¢) En déduire que pour tout n,p € N

AT — NP

B

|tnp = tn| <

d) Montrer que u est une suite de Cauchy.

e) Montrer que u converge dans I. Notons ¢ € I sa limite, démontrer que pour tout n € N
luy — uo|
1—A
f) Montrer que f admet un point fixe et qu’il est nécessairement unique. C’est le théoréme du point fize

de Banach-Picard.

g) Montrer que la suite (vy,)nen définie par vg = 1 et pour tout n € N, v,41 = /v, + 1 converge vers le
nombre d’or.

2. Soit g : I — I une fonction. Supposons qu’il existe ¥ € N* et 0 < A < 1 tel que g¥ = gogo---o0g est
—_—

lup — €] < A"

k fois
A-lipschitzienne. Montrer alors que g admet un unique point fixe.

Exercice 12
Soient a < b et f : [a,b] — [a,b] une fonction continue satisfaisant

1. Le théoréme du point fixe de Banach-Picard est-il applicable ?

2. Montrer que la suite (u,)nen définie par ug € [a,b] et pour tout n € N, u,y1 = f(uy), est une suite
convergente. Indication : on pourra s’intéresser a ses valeurs d’adhérence.

3. En déduire que f admet un unique point fixe.
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Feuille de TD n°8

Fonctions : dérivabilité.

Exercice 1
Soit g : R — R une fonction croissante et dérivable sur R. Préciser, dans chacun des cas suivants, le domaine
sur lequel la fonction est dérivable et calculer la dérivée.

L. f(x) = sin(3g(2?)), 3. f(x) = (9(x)® + 1)V,

2. f(z) = arctan (%)a 4. f(z) = arccos(In(z?)).

Exercice 2 5

Soit f:t — Smit) Donner le domaine de définition de f, étudier I’éventuel prolongement par continuité,

puis déterminer si ce prolongement est de classe C.

Exercice 3
Soit f la fonction définie pour tout = € R*, f(z) = 23 sin(%).

1. Justifier que f est de classe C*° sur R*.

2. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 en une fonction que 'on note f.
3. Montrer que f admet un DLy en 0.

4. En déduire que f est dérivable sur R.

5. Montrer que f n’est pas deux fois dérivable en 0. Indication : on pourra étudier le taux d’accroissement
de f' en 0.

Exercice 4
Trouver toutes les fonctions f : R — R satisfaisant

Yo,y €R,[f(z) = f(y)] < (@ —y)*

Exercice 5
Soit f la fonction définie par f(z) = cos(y/z) pour tout x > 0 et f(z) = ch(y/—x) pour tout z < 0.

1. Justifier que f est continue sur R.
2. Justifier que f est dérivable sur R*.
3. Montrer que f est dérivable & droite et & gauche en 0. Puis dérivable en 0.

4. Montrer que f € C1(R,R).

Exercice 6
Soit f :]a,b] — R, une fonction dérivable sur ]a, b] et telle que f’ admet une limite (a droite) en a.

1. Montrer que f’ est bornée sur un voisinage de a dans ]a, b].

2. En déduire que f est A-lipschitzienne sur un voisinage de a dans ]a, b], pour un certain A > 0.
3. Montrer que f est uniformément continue sur |a, b|.

4. (x) En déduire que f est prolongeable par continuité en a. On notera f le prolongement.

5. (x) Montrer que f est dérivable (& droite) en a, puis de dérivée continue en a.



Nous avons montré que f est prolongeable en a en une fonction dérivable sur [a,b] et a dérivée continue en
a. C’est le théoreme de la limite de la dérivée.

Exercice 7
Soit f : [a,b] — R une fonction N fois dérivable sur [a,b] et qui s’annule en N + 1 points, avec N > 1.
Montrer que f®) s’annule au moins une fois.

Exercice 8
Soit f € CY(R4,R) telle que £(0) =0 et ll}l_il_l f(z) = 0. Montrer qu'il existe ¢ > 0 tel que f/(¢) = 0.
T e.¢]

Exercice 9
Appliquer le théoréme des accroissements finis & f :  €]1,+oo[— In(In(z)) sur [k, k + 1] pour tout k €

N\ {0,1} et en déduire que Y, _, ﬁ(k) et In(In(n)) et que D, -, ﬁ(k) est divergente.

Exercice 10 (Régle de I'Hopital et formule de Taylor-Young)
Soit I un intervalle contenant au moins deux points distincts.
Partie 1.

Soit f, g : I — R deux fonctions dérivables sur I.

1. Soit a,b € I, a < b. On pose
@it €la,b] = (f(b) — f(a))(g(t) — g(a)) — (f(t) — f(a))(g(b) — g(a))
Montrer qu'’il existe ¢ €]a, b] tel que
(f(b) = f(a))g'(c) = f'(c)(g(b) — g(a)).
C’est le théoreme des accroissements finis généralisés.
2. Application 1. Démontrer le théoréme des accroissements finis a partir du résultat précédent.

3. Application 2. Soit z¢ € I. On suppose que f(xg) = g(zg) = 0 et que g, ¢’ ne s’annulent pas sur I \ {z¢}.

/
Soit £ € R. Montrer que si lim I(@) =/{, alors lim @ = (. C’est la régle de I’Hopital.
i g(z) % g(a)

Partie II.
Soit xg € I. On souhaite montrer par récurrence sur n € N* la propriété : pour toute fonction f : I — R
admettant une dérivée d’ordre n en g, on a

1m—i=—f@—mw—iﬂWm@1@ﬁ=0
z—xo (1 — )" — k!

1. Montrer que la propriété est vraie au rang n = 1.
2. On suppose la propriété vraie au rang n avec n € N*. Soit € > 0. Soit f : I — R admettant une dérivée
_ k
d’ordre n + 1 en xq. Soit h:x € I — f(z) — f(zo) — S.0t] (k)(xo)% et g:x el =g(z—x)"th
a) Montrer qu'il existe 7 > 0 tel que pour tout x €]zg — 1, zo + n[NI, on a |h'(x)| < |¢'(z)].
b) En appliquant le TAF généralisé, terminer la récurrence.

Exercice 11
Soit f : Ry — R une fonction de classe C*® avec f(0) > 0, f/(0) > 0 et lirJJrrl f(x) = 0. On se propose
T—+00

de construire par récurrence une suite (x,)nen+ de Ry strictement croissante telle que pour tout n € N*,
f(z,) =0.

1. Construire z.

2. Hérédité : on suppose construits 1 < xo < ... < x, vérifiant I’hypothése souhaitée.

a) Raisonner par 'absurde et montrer que f (") est soit strictement croissante et strictement positive, soit
strictement décroissante et strictement négative.

b) En appliquant un développement de Taylor-Lagrange en a > x,, pour tout x > a, obtenir une contra-
diction.

Exercice 12
Soit P une fonction polynomiale de degré impair et f € C(R,R) telle que pour tout n € N, || < |P]|.



1. Justifier qu'il existe zgp € R, tel que P(xp) = 0.

x—10)? 11

2. Soit z € R\ {zp}. Montrer que pour tout n € N, il existe ¢, €]xg, z[ tel que |f(z)| < ]P(cn)|( CESY]
3. En déduire que f = 0.
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